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Abstract 

It is shown that the non-abehan vectorial model, proposed by 
C.R. Hagen is obtained using the self- interaction mechanism. The 
equivalence between this model and the non-abelian topologically mas- 
sive one is studied showing that the existing equivalence in the abelian 
models is not sustained. 
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Se muestra que el modelo masivo vectorial no-abeliano, propuesto por 
C.R.Hagen, se obtiene usando el mecanismo de autointeraccion. Se estudia 
la equivalencia de este modelo con el modelo topologico masivo no-abeliano 
y se obtiene que la equivalencia existente a nivel abeliano no se mantiene. 
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La teorfa de campos en 2+1 dimensiones constituye un excelente escenario 
para el entendimiento y estudio de teorfas fisicas en dimension 3+1. Esto 
por su sencillez y ademas por haber provisto nuevas ideas al estudio de la 
fisica en 3+1 dimensiones. Es asf como los modelos en 2+1 dimensiones han 
estado motivados por sus posibles aplicaciones en el efecto Hall fraccionario, 
la superconductividad a altas temperaturas y los procesos en presencia de 
cuerdas cosmicas. 
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La estructura de las teorias no-abelianas puede obtenerse fisicamente bajo 
el requerimiento de que se acople consistentemente a fuentes dinamicas sigu- 
iendo el mecanismo de autointeraccion. Para esto comenzamos con una 
teoria vectorial o tensorial la cual posee alguna invarancia de calibre que 
asegure la no propagacion de los campos asociados a los spines menores al 
que se quiere describir. La identidad de Biachi asociada a esta invariancia 
requiere que las fuentes del campo sean conservadas. Esta conservacion se 
pierde al acoplar dinamicamente al campo, a menos que este autoacoplado. 
El auto acoplamineto requerido es determinado a partir de la corriente de 
Noether asociada con la invariancia global interna presente en estos mode- 
los. Aplicando este mecanismo se obtiene de forma natural la acciones de 
Yang-Mills, de Einstein y de supeergravedad[Tl asi como las acciones de 
la teoria topologica masiva no-abeliana^, la de Chapline-Mantonjl], la de 
Freedman-Townsend[5j y la del modelo masivo autodual no-abeliano en 2+1 
dimensionesjH], entre otros. 

En este trabajo mostraremos como el modelo de Hagen para una particula 
de spin 1 masivo en 2+1 dimensiones[7] esta conectado con su version no- 
abelianajH] usando el mecanismo de autointeraccion antes expuesto. El mod- 
elo a considerar es equivalente a los modelos autodual y topologico masivo a 
nivel abelianoP|. Sin ambargo, resulta ser no equivalente a nivel no-abeliano 
dado que los terminos de autointeraccion proporcionanan correcciones adi- 
cionales en el analisis cuantico perturbativojHj- 

En 2+1 dimensiones existen distintas descripciones para una particula 
masiva con spin 1. El modelo mas sencillo es el modelo autodual [10^ descrito 
por la accion 

= -y y" d^x (e^^'^a^d^ax + maX) , (1) 

donde = 1 y Vnv = ( — I" +)• Este modelo no posee invariancias lo- 
cales y puede mostrarse que constituye una version del modelo topologico 
masivo luego de fijar convenientemente el calibre IT^ 11^1 114j . El modelo 
topologico masivo viene descrito por la accion ^2] 

Stm = -\j d'x (^F^.F'^^ - me^''^a,d,ax^ , (2) 

con Ffj^i, = d^a^ — d^a^, donde el primer termino corresponde al conocido 
termino de Maxwell y el segundo se conoce como el termino de Chern-Simons 
vectorial. Las ecuaciones de movimiento de este modelo poseen la misma 
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invariancia que la electrodinamica usual. Este hecho resulta interesante pues 
presenta el ejemplo de una teon'a masiva que posee invariancia de calibre. Tal 
como apuntamos anteriormente los modelos autodual y topologico masivo 
estan conectados por una fijacion de calibre. Sin embargo, puede verse que 
los espacios de soluciones difieren en soluciones de caracter topologico y que 
estan conectados por una transformacion de dualidad fTBl IT71 ITHl IT^ 1^ 1^ . 

Otra descripcion para una partfcula masiva con spin 1 la proporciona la 
accion propuesta por C.R.Hagen[7] 

Sh = ^J d?x(-rf, + 2e^^^f^d,a^ + me^^^a^d^a^ + ^e^-^f^d,h) . (3) 

Esta accion se convierte en la de la topologima masiva, a primer orden, 
si tomamos A = 0. Ademas puede mostrarse que cuando A = 1 no tiene 
dinamica local. La masa de las excitaciones es |m/(l — A)|. Para ver esto y 
su equivalencia con los modelos autodual y topologico masivo analicemos las 
ecuaciones de movimiento de Q 

_/M + e^-A^^(a, + A/,) = o, (4) 

m 

£^'^'5,(/A + maA) = 0. (5) 

En este sistema es claro que si A = el sitema se transforma en el de la 
teoria topologica masiva. Por otro lado en la segunda de estas ecuaciones 
observamos que localmente f\ + ma\ = dxp, si fijamos calibre de tal forma 
que fx + max = y vamos a la primera ecuacion el sistema corresponderia al 
de la teoria autodual con masa m/(l — A). Si A = 1 el sistema solo describe 
estados globales que corresponden a = 0. 

Para completar de analizar la cinematica de Sh pasamos a obtener la 
accion reducida. Para esto tomamos 

$o = <^ , = e,,d,^^ + d,a^\ (6) 

donde $^ = {a^,f^), i,j = 1,2 y £12 = 1. Al sustituir esta descomposicion 
en Sh observaremos que ay/ son multiplicadores de Lagrange asociados a 
los vfnculos = ma^ y / = (1 — A)Aa-^. Teniendo esto en cuenta Uegamos 

a 

-(1 - - m^J{-^)J), (7) 
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con A = didi. A este nivel notamos que si A = 1 no hay propagacion 
alguna de los campos, ademas si sustituimos (1 — A)a^ — y 



(l-A) 



m 



la accion corresponderia a la que hubiesemos obtenido si partieramos de la 
accion topologica masiva. 

Si sustituimos Q = (1 - A)(-A)^/^a^, H = {-/^f^f^ en (|7j) Uegamos a 
la accion reducida 



S 



red 
H 



Q 



(8) 



donde queda claro que la teoria describe una excitacion de masa |m/(l — A)| 
con energfa definida positiva. 

Pasamos ahora a aplicar el mecanismo de autointeraccion a partir de Sh 
en ©[l,"^. La conexion con el modelo topologico masivo se obtiene tomando 
A = 0. Partimos con un conjunto de campos y con a = 1, 2, 3, pensando 
en una invariancia bajo rotaciones rigidas (a la SU(2)). Este proceder permite 
adoptar una notacion vectorial que resultara mas simple. La generalizacion a 
otro tipo de grupos de invariancia se realizan'a de manera analoga. La accion 
de partida es 

^0 = ^ / rf3x(-r7>2£^-V>5.«A+m£^'^^a^-9,aA + ^£^"VM-'9./l), (9) 
la cual es invar iante bajo los cambios globales 

y sus ecuaciones de movimiento poseen la invariancia de calibre 

5d^ = d^k{x) , 5r = 0. 
La corriente de Noether asociada a la inavariancia global es 



Uu + -^au) X OA + —fu X fx 



(10) 
(11) 
(12) 



la cual se conserva si usamos las ecuaciones de movimiento que surgen de 



Ahora sumamos a 5*0 un termino de autointeraccion de forma tal que al 

— * 

hacer variaciones en este respecto reobtenga j'^. Este termino de 

autointeraccion es 
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int 



m 



A 



M if:^ + Y^'^) X flA + —df, ■ fy X fx) + F[/^]J , (13) 



donde g es un parametro de acoplamiento con unidades y ademas hemos 
indicado la posibilidad de adicionar terminos que dependan solamente de las 
fs, ya que lo que requerimos es que 53'^'^^ /5a^ = j^. Un termino posible, 
no cuadratico, covariante, invariante de calibre y bajo (fTUI) seria de la forma 
^^"^fu ■ fu X fx- Asi la accion que resulta de sumar a 5*0 el termino de 



autointeraccion, con el termino de las /s propuesto, tendra la forma 

-F ■ fti + B^'^^U ■ i^uSx - dxay - ga^ x ax) 
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+me^''^{d^dudx - ^df, ■ du X dx) 



+ -e^^^f, ■ {djx - gd. X /,) - T^^e^^^V; ■ I X /J , (14) 

donde k es un constante adimensionada. En (fT^ los tres primeros terminos 
corresponden a la accion topologica masiva no-abeliana. Los dos liltimos 
terminos corresponderian a la contribucion adicional en la teoria de Hagen 
no-abeliana tal como la propuso en la referenda . Para establecer conexion 
con la formulacion usual de teorias no-abelianas, pensamos en generadores 
antihermfticos que satisfacen trT°-T^ = —^S""^, los cuales actiian en la 
represent acion adjunta del grupo. Para estos [T'^,T*] = f"-^'^T^, donde /'^'"^ 
son las constantes de estructura del grupo (es el caso de SU(2) estas son e"*"^)) 
y los campos los representamos matricialmente como = gT°'<^'^^. Con esta 
notacion ()14|1 se escribe de forma compacta como 

Sh=^J d^xtr[rU - e^'^'UF'.xia) - me^^^\a,d,ax - '^-a,a,ax) 

-^e^-^f^VJx + ^e^'^'fMx] , (15) 

donde F^x{a) = d„ax - dxa^ - [a^,, ax] y V^fx = dyfx - [a^, fx] es la derivada 
covariante de fx bajo las transformaciones de calibre 

6a^ = V^uj{x) , 6f^'=[u{x),f% (16) 

con u!{x) = gT"'uj"'{x), las cuales dejan invariantes las ecuaciones de movimiento 
de (fl3|). Estas ultimas, en caso de existir algiin acoplamiento externo, resul- 
tan ser 

f>^-^f>^{a)--e^'''VJx + T^s'^'''[f,Jx] = 0, 

m*f^^^a)+e^'''VJx-^e^'''[fuJx] = JL, (17) 
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donde */^(«) = ^e'^'^F^xia). Las ecuaciones de movimiento de la teoria 
topologica masiva corresponden al caso A = k = 0. Es importante resaltar 
que J^j-i, sobre las ecuaciones de movimiento, satisface V^J^^f = 0. Veamos 

^ m 

L m 
= 0, 

donde hemos usado la identidad [D^,Vi,]fx = —[F^^{a), fx], la primera de 
las ecuaciones de (fT7|) y las identidades de Jacobi para los conmutadores. 
Si pensaramos en algun tipo de acoplamiento con los /s la correspondiente 
fuente externa no se conserva. Sin embargo el papel de es mas como un 
campo auxiliar. 

Manipulando convenientemente las ecuaciones de movimiento, cuando no 
hay fuentes externas, se Uega al sistema (A ^ 1) 

/" - (1 - \rr(a) + ^^^^^f'""!/., /a1 = 0. (18) 

En el caso que k = A^ tendremos que = {1 — A)*/^(a), lo que nos lleva a 
la ecuacion de segundo orden para 

e^'^'V/fxia) +mVna) = ^e^''^" Ma)/ fx{a)], (19) 

donde m = m/ (1 — A). 

En ()19p se muestra la contribucion adicional al caso de la topologica 
masiva (que corresponde a A = 0) y queda expresa la diferencia entre los 
dos modelos. Una ecuacion igual a esta se obtiene en el modelo no-abeliano 
autodual el cual fue formulado indepoendientemente por McKeonj22] y por 
Arias, et. al.^j. 

Para el caso A = 1, al igual que en el caso abeliano, implica que */^(a) = 
= 0. El caracter masivo de las excitaciones se hace explicito si tomamos 
otra derivada covariante sobre el dual de ()19|1 . lo que nos lleva a 

-V'V^+m') ^na) = i^^e'^^'[*Ua),yxia)] + ^[D/^ (a)/r («)], 

(20) 
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corroborando que la masa de las excitaciones es |m/(l — A)| como en el caso 
abeliano. 

Hcmos, cntonccs mostrado como sc conectan los modclos vectorialcs prop- 
uestos por Hagen por la via del mecanismo de autointeraccion. Tambien 
quedo explicita la no equivalencia entre los modelos no-abelianos de Hagen y 
de la teoria topologica masiva para un caso particular. En el caso que A = 1 
(k — 1) la teoria de Hagen solo describe estados globales {Ff^^{a) — 0) los 
cuales son sensibles a la topologfa del espacio base. 

Este trabajo esta enmarcado dentro del Proyecto de Grupo G-2001000712 
del FONACIT. 
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